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Feuille de TD n°1

Exercice 1. En résolvant un systéme linéaire, trouver le polynéme vérifiant p(0) = 1, p(1) = 2
et p(2) =0.

Exercice 2. Soient xg,Z1,...,Z,, (n+ 1) abscisses réelles deux a deux distinctes. On appelle j®™¢
polynéme de Lagrange associé aux points zg, 1, ..., T, le polyndme de degré n qui pour z € R et

7 =0,1,...,n est défini par :
o — oy
L; = ( 2).
() H v — 15

=0
i#j

1. Montrer que Lg, L1, ..., L, forment une base de P,.
2. Soit p € P, écrire p dans la base {L;};=o,....n-

n n
3. Montrer que pour tout réel x, on a ZLj(:v) =1let Za:ij(m) =z.
=0 =0

Exercice 3. Soient f une fonction vérifiant f(0) = 1, f(1) = 0, f(2) = 3 et f(3) =2 et ple
polynéme interpolant f aux points 0,1,2, 3.

1. Déterminer le polyn6me p en utilisant |la base de Lagrange.

2. Déterminer le polyndme p en utilisant la base de Newton.

Exercice 4.

1. Ecrire le polyndme p(x) = 1 — 2 + 22 dans la base de Lagrange associée aux points —1, 2, 3.
Ecrire dans la base de Lagrange le polynéme ¢ qui vaut —55, 104, 1.063 en —1, 2, 3.
Ecrire le polyndme p(x) = 1 — = + 2% dans la base de Newton associée aux points —1, 2, 3.

Trouver r le polynéme qui vaut 3, 3, 7, 8 en —1, 2, 3, 4.
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Quels sont les "avantages" et les "inconvenants" des bases de Lagrange et de Newton ?

Exercice 5. Soient 2o, 1 € R, f une fonction réelle de classe C? définie sur [xg, z;] et p un
polyndme de degré 1 vérifiant p(xo) = f(xo) et p(x1) = f(x1). On suppose que |f"(x)] < M,
YV € [zo, x1] et on pose e(z) = f(x) — p(z).

Pour x €]z, x1], on considére q(t) = p(t) + M(t —x0)(t —x1) et F(t) =q(t) — f(t).

z—xzo)(r—21
1. En utilisant le théoréme de Rolle, montrer qu'il existe & €]xg, 1] tel que F”'(£) = 0.
2. En déduire que e(z) = Wf”(f) et que [le(z) oo < & (21 — m0)?.
Rappel : [le(2)[[oc = SUP,eaq, 2, [€()].

Exercice 6. Soient N € N, f la fonction définie sur [1, 2] par f(z) = /z, ; = 1 + jh ol
j=0,1,....Neth= % Soit également i € {1,2,...,N — 1} et P; le polyndme interpolant f
en x;_1, T;, Tir1. Pour x € [x;_1, z;41] et t € [ — 1, i+ 1], on pose x = 1+ th, g;(x) =
(x—ziq)(x—x)(x—wip1) et () =t —i+ 1)t —i)(t—i—1).



. Donner I'expression de I'erreur d'interpolation e;(x) := f(x)—P;(x) puis montrer que |e;(x)| < %3.
. Etablir le tableau de variation de la fonction t — ¢;(¢) pour t € [i — 1, i + 1].
. Vérifier que g;(z) = h3¢;(t) et en déduire que |e;(x)| < % pour tout = € [x;_1, Tit1]-

A~ W N

. Comment choisir N pour que I'erreur d'interpolation soit inférieur ou égale 3 ¢ = 5.1078.

Exercice 7. Soit P,,(x) = ap+ a1z + ...+ a,z™ le polynéme d'interpolation d'une fonction f relatif
aux abscisses réelles distinctes xg, 1, . . ., T, et aux valeurs yg = f(xo),y1 = f(x1), ..., yn = f(xn),
c-a-d,
Vi€ {0,1,...,n}, Py(z;) = f(z;) = y;.
1. Montrer que les coefficients ag,a1,...,a, de P, sont donnés par la résolution du systeme
linéaire V,a =y ou

ag Yo 1 @ 3 ... ¥
a1 Y1 1 = x% R A
a= . , Y= . et V,= . .
1 2 n
an Yn Ty To ... Ty

2. Calculer det(V7), det(V3) et det(V3) puis montrer que det(V,,) = H (xj — ;).
0<i<j<n
3. En déduire que le polyndme d'interpolation P, est unique.

Exercice 8 (Interpolation d'Hermite). Soit f : [a, b] — R une fonction dérivable et soient d+1 points
distincts a < xg < 21 < --- < g < b. On appelle polynéme d'interpolation d"Hermite (PIH) associé
a f et aux noeuds z; un polyndme H € Roq41[X] qui vérifie

H(xz;) = f(x;), H (x;) = f'(x;) pour tout i = 0,...,d.

1. Donner I'expression de H lorsque d = 0.

2. Donner I'expression d'un systéme linéaire dont les inconnues sont les coefficients de H dans la
base des mondmes.

3. Calculer le déterminant de ce systeme. En déduire que le PIH existe et est unique.
Indication : on utilisera la définition de la dérivée H'(x;) = limy, o ZEtR—H(z)
ramener a un déterminant de Vandermonde.

pour se

4. Etant donné une fonction g : [a,b] — R, de classe O sur [a, b] qui possede une dérivée seconde
sur Ja, b, et telle que g(a) = ¢'(a) = g(b) = 0, montrer qu'il existe £ €]a, b| tel que ¢’ (&) = 0.
5. On suppose que f € C?%*2([a, b]). Montrer que pour tout = € [a, b]. il existe £ €]a, b| tel que
FE2(E) 1

@) = H@) = gy Lo = (1)

Indication : considérer la fonction ¢(t) = H(t) — f(t) + f@)=H)

l_[1'=0("‘c_ac7")2

T, (t — 2:)? qui possede
d + 1 zéros doubles et 1 zéro simple.
6. Pour tout 0 < 4 < d, donner I'expression des polynémes H; et K; € Ragy1[X] qui vérifient
Hi(x;) =1, Hi(z:) =0, Hi(z;) =0, Hi(x;) =0, 0<j <d, j #i.
Ki(z:) =0, Kj(z:) =1, Ki(z;) =0, Ki(z;) =0, 0<j<d, j#i.
Montrer que ces polyndémes constituent une base de Rog11[X] et donner I'expression du PIH
associé a f et aux noeuds z; dans cette base.



Solution 8. H € Ryg41[X] 'interpolant d'Hermite en a < a9 <y < -+- < 2qg < b :
H(x;) = f(x;) et H (z;) = f'(2;), i=0,...,d.
1. Pour d =0, H € Ry[X] c'est le polynéme d'Hermite tq :
H(zo) = f(zo) et H'(zo) = f'(zo).
Alors, H(x) = a(x — x¢) + b en utilisant (2), on trouve
a= f'(xo) et b= f(xo).

2. H € Roq1[X] = H(x) = Y704 aja7. Les équations

H({EZ) = f({I?Z) et H/(LCZ) = f’(!L‘i), 1= 0, e ,d.

sont équivalentes au systéme suivant :

2d+1 .
Saal = fle),  i=0,....d
7=0

2d+1

Zjajxf_l = f(z;), i=0,...,d.
j=1

Matriciellement, on obtient

1 zo 3 ... g2+t ag f(z0)
T x%d"'l a1 f(z1)
1 xg 2% ... x4+ ad _ f(za)
1 2z ... (2d+1)x3? ad+1 f(Zat1)
0 1 2z ... (2d+1)22? Ad+2 f(Zdt2)
0 1 2z4 ... (2d+1)z% a2d+1 f(x2d+1)




(z+ h)F — ¥

3. Puisque kz*~! = }lim , alors
1 —0
T x3 . :1:(2)‘”1
2 2d+1
1 T 7 . 7
1 T4 xﬁ o xidﬂ
H = lim | o Gothose foth)oeh ot T e
h—0
0 (z1+h)—z1 (zl—o—h)z—z? (m1+h)2d+17wfd'+1
h 7 N
0 (xa+h)—zq  (zath)*—z3 (zqt+h)??Ht —g20H!
R R e R
= h*(‘”l)}lLigBV(xo,xl, cesTd, o+ hyxy + hy ..o xg+ h), ol V est le déterminant de Vandermonde.

=00l (T @—a) < [T (@t —z)x T (G +0) = @i+h)

h—0

0<i<j<d 0<i,j<d 0<i<j<d
— p(@+D) a2 ( . _ ) ( ’ _ > (d+1)
Lim H (xj — ;)" x H (xj +h)—x;) x H (x; +h)—xz;)h
0<i<j<d 0<i<j<d 0<i<j<d
d(d+1)
=(—=1)" 2z I )2 ( )2 2)
) o H (zj — ;)" % H (@j — )" —h
0<i<j<d 0<i<j<d
d(d+1)
=(-1)"=z H (zj —x)* #0, cara; # ;.
0<i<j<d

D'ou I'existence et I'unicité du PIH.
4. C'est juste le théoreme de Rolle.
5. Considérons la fonction

f d
t)=H(t) - f(t
q(t) = H(t) f()+HzO( }:[

q possede d + 1 racines doubles xg, x1,..., x4, et une racine simple t = x.
D’apreés la question précédente, on déduit que 3¢ €la, b| tq :

g€ =0.

Cela est équivalent a (1).
6. Pour 0 <i<d, onaH; € Rogy1[X] et

Hl(a:l) = 1, HII($1) = O, HL(JJJ) = 0, HZ/(JJJ) = O, 0 S] S d, j 7’5 7.
Alors, H; possede d racines doubles z;, j =0,1,...,d, j #1, i.e.

d
H;(z) =|a a?—xl—l—bHa:—wj
P20

JF#i



Or,Hi(a:i)zl@bzn%et}[{(xi):()éa:bz 2
i#

s zi—x;)? JFL wi—wi
D'ou

Pour K;, on a

i.e. K possede d racines doubles z;, j # 7 et une racine simple z;. Alors
Ki(z) = C(x — ;) H(m — ;)2
J#i
En utilisant le faite que K/(x;) =1, il est facile de voir que C' = ﬁ

o (i)

On déduit que

2
T —T;
Ki(x)=C(zx — x; I | J
i(z) (z — ) 11 (931 Ij)
J#i
Le polynéme d'interpolation d'Hermite s'écrit :

H(x) = Y (f@)Hilx) + f (@) Ki(a)).

d
=0



